mathematikplus-bpel.5-differentialgleichung

Ein Knobler knobelt, welche Differentialgleichung zu welcher gehort. Uberlege, welche Diffe-
rentialgleichung zu welcher Lésung gehdrt und ob die Lésung eindeutig ist.

y=vy +y" (1) —cos(z)

y =2 y-T73) 27!
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Wir bezeichnen eine Gleichung, in der Ableitungen einer gesuchten Funktion auftreten, als Diffe-

rentialgleichung:

(n) —

y(™ = y(n=b)

oy Ly

Man bezeichnet die hochste Ableitung n einer Differentialgleichung als Ordnung. Wir benutzen

eine effiziente Notationen zum Ldsen von Differentialgleichungen:

y = f(z); = df(x); S = dtij;(nx)

itneN
In mit n

Wir nutzen folgende Methoden zum Ldsen von Differentialgleichungen:

e Separation der Verdnderlichen: Wir separieren die Funktion von der Funktionsvariablen und

integrieren beidseitig:

e Variation der Konstanten: Um eine Seperation zu ermdglichen, homogenisieren wir die
Differentialgleichung. Zur Rehomogenisierung variieren wir die Konstante ¢ € R:

y' = a(y) - b(z) +d(x) \ Homogenisierung
y = aly) - ba
y=f(z)+c | Variation

= [(x) +c(x)

Eine Alternative zur Variation der Konstanten ist geeignete Substitution.
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Beispiel 1
Bestimme die Lsungen der Differentialgleichung.
2y
y = =
Durch Separation erhalten wir:
1 1
0,5y dy= [ — dx
X
0,5In(y) + ¢1 = In(x) + ¢
In(y) = In(z?) + 3
y = eln(x2)+03
Yy = z? + C4
1 Fehler
Retardation
Aufgabe 1

Gib jeweils eine mogliche nichttriviale Losung der Differentialgleichung an.
Ly +y' =6+6z
2. y(n) =y 2"
26y =y a3

4. 4y — yll + ,y//l/

AFB Il
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Die Flughdhe y(t) eines Massepunktes kann im freien Fall (bei Vernachldassigung des Luftwider-
standes) in Abhidngigkeit von der Zeit ¢ dargestellt werden (mit Hilfe der Gewichtskraft g) durch

die Differentialgleichung:
iz

Yy =-9g9

Bestimme die Losung der Differentialgleichung.
AFB |
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Wir konnen die Differentialgleichungen mit Hilfe von Substitution anstelle von Variation I6sen.
Beispielsweise:
y =3r+4y—5

Durch Substitution mit u = 3z + 4y — 5 und v’ = 3 + 4y’ sowie y' = 0,25(v’ — 3) erhilt man:
du
0,25(u’ — 3) = — =4 3
,25(u )=u ~ U+

Durch Separation der Variablen erh3lt man:

1
/4u+3'du_/d:€

0,25In(du+3) =z + 1
In(4u + 3) = 4x + ¢
du+3=e*. ¢

w=e".c5—0,75

Riicksubstitution mit u = 3z + 4y — 5 liefert die Ldsung:

3 17
_ L4z _ v -
y=e" 4 495 + 16
Lose die obige Differentialgleichung mit Hilfe von Variation.

Bestimme jeweils die Lésung mit Hilfe von Variation und mit Hilfe von Substitution:
y =14y -z "
(Substratempfehlung: u =y - 271)
v +1=(z+y)?

(Empfehlung: u =z + y)

AFB Il
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Aufgabe 4

Bestimme jeweils die Ldsungen der Differentialgleichung.

Ly =y
]
2oy = ’
5oy =2zy+y
4oy z—?f
/ 2xy

AFB II; AFB IlI
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Die Bernoulli-Differentialgleichungen sind benannt nach dem Schweizer Mathematiker Jacob Ber-
noulli (siehe Foto) mit dessen Hilfe er unter anderem die spezifische Enthalpie fiir reale Gase bei
isentroper Stromung untersuchte. Allgemein lautet die Bernoulli-Differentialgleichungen:

y +a(x)-y+b(x)-y*=0
Diese lassen sich 16sen durch Substitution mit:
u = yl—a

Bestimme die Losungen der Bernoulli-Differentialgleichung:

y =y +azy’

AFB IV
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1. Separation der Veranderlichen mit y # 0 liefert direkt:

/1dy:/1d§c
Yy

In(y) =+ a1

y=e""co

2. Separation der Verdnderlichen mit y # 0 liefert direkt:

/ydy:/xda:

1 1
§y2 = —5"132 + C1

y=+vV-22+c

3. Ausklammern von y und Separation der Verdnderlichen liefert:

/ dy—/23:+1)d

In(y) =2 +z+c

y=€z+m'02

4. Separation der Verdnderlichen liefert:

/eydy:/lrda;

e’ =1%+ ¢

y =In(z? + ¢1)

5. Separation der Veranderlichen liefert:

1 2x
/ydy_/x%ldx

Substitution mit u(z) = 2?; u'(z) = 2z liefert:

In(y) =In(z> +1) + ¢
y=(z>+1) ¢

Losung 5
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Es ist a = 3 also kann substituiert werden mit v = y~2 also gilt:

u/:_2.y—3.y/

Soy+a-yP)
= 2.y 22z
= —2u— 2z

:—2y_

Hier kann die Verdnderliche nicht direkt separiert werden, es muss zuerst homogenisiert werden.
Dann gilt fiir die homogenisierte Lésung:

/ —2x
Also gilt fiir u:
u=e.¢;4+0,52—0,25

Da y = u~ % gilt:
y= (e ¢ +0,52 —0,25) "
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