BPE 17 In der Stochastik werden Inhalte der
Wahrscheinlichkeitsrechnung mit Elementen der
beurteilenden Statistik verzahnt. Basierend auf dem
intuitiven Wahrscheinlichkeitsbegriff differenzieren
die Schiilerinnen und Schiiler ihr Versté&ndnis von
Wahrscheinlichkeit weiter aus, indem sie
unterschiedliche Zugénge zum Begriff
Wahrscheinlichkeit kennenlernen. In
Zufallsexperimenten und Simulationen erleben die
Schiilerinnen und Schiiler das Wesen des Zufalls. Sie
erkennen, dass Zufall mit Mitteln der Mathematik
quantifizierbar ist. Die Schiilerinnen und Schiiler
werden fir die Beurteilung von zufélligen Ereignissen
sensibilisiert, um zufdllige Alltagssituationen und
statistische Aussagen kritisch hinterfragen und
bewerten zu koénnen.
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Komplikation

0 Motivierung
Bearbeite die folgende Aufgabe unter Beriicksichtigung der einzelnen
Problemldseschritte. Dokumentiere und reflektiere deine Vorgehensweise.
In einer Bonbonniere befinden sich zwei rote, drei griine und vier blaue
Bonbons. Es wird zweimal zuf&llig gezogen mit dem Ziel, zwei
gleichfarbige Bonbons zu ziehen. Untersuche, ob es besser ist, das zuerst
gezogene Bonbon wieder zuriickzulegen, bevor man das zweite Bonbon zieht.



Peripetie

1 Sicherung Verteilung
Die Schiilerinnen und Schiiler filhren Zufallsexperimente und deren
Simulationen durch und deuten dabei auftretende relative Haufigkeiten als
N&dherung von Wahrscheinlichkeiten . Reale Situationen beschreiben sie als
Zufallsexperimente und beurteilen, ob ein Zufallsexperiment ein
Laplace-Experiment ist.

0< P <1 P(E)=P(E)=...=PE,)

Sie nutzen Wahrscheinlichkeiten zur Vorhersage von erwarteten absoluten
oder relativen H&dufigkeiten und stellen Hiufigkeits-und
Wahrscheinlichkeitsverteilungen tabellarisch dar.

2 Sicherung Experimentierung
Die Schiilerinnen und Schiiler erl&utern die Begriffe Ergebnis und

Ereignis

P(A)+ P(G) =1

im Kontext von Zufallsexperimenten. Sie geben die Ergebnisse von
Zufallsexperimenten an und beschreiben Ereignisse in Worten und stellen
diese als Mengen beziehungsweise deren Verknipfung dar.

ANB AUB A B



Peripetie

3 Sicherung Baumung
Die Schiilerinnen und Schiiler stellen stochastische Sachverhalte mittels
Baumdiagrammen und Vierfeldertafeln dar und interpretieren die darin
enthaltenen Informationen.

p1 D2 -
A A
4 B B| p P | P+P
D3 P4 D5 D6 B P Py P+ Py
Po+P; | Po+ Py 1
C D FE F

Sie berechnen die Wahrscheinlichkeiten von Ergebnissen und Ereignissen
mit geeigneten Methoden, berechnen bedingte Wahrscheinlichkeiten und
untersuchen Ereignisse auf stochastische Unabhéngigkeit.

4 Sicherung Kombinierung
Die Schiilerinnen und Schiiler deuten eine reale Situation als
kombinatorische Fragestellung und ermitteln die Anzahl von Moéglichkeiten
in einfachen Fé&llen.

nl=n-(n—1)-...-1



Peripetie

5 Sicherung Erwartung
Die Schiilerinnen und Schiiler erl&utern die Begriffe Zufallsgréfie und

Erwvartungswert .

X Q=R E(X) =21 P(X=x1)4+z2- P X =22)+...+x, - P(X =,)

Sie ermitteln die Wahrscheinlichkeitsfunktion einer diskreten
Zufallsgrofie und stellen diese als Wertetabelle dar. Sie berechnen
weiterhin den Erwartungswert und deuten diesen im Sachzusammenhang.

P :X(Q)) —[0;1]

6 Sicherung Bernoullung
Die Schiilerinnen und Schiiler entscheiden, ob ein Zufallsexperiment ein

Bernoulli-Experiment beziehungsweise eine Bernoulli-Kette darstellt.

Q=2 PX;=1)=p; P(X;=0)=1-p

Sie geben die Zufallsgrofie und die Parameter an und erl&utern die
Berechnung von Wahrscheinlichkeiten mittels der Formel von Bernoulli an
Beispielen. Sie berechnen Wahrscheinlichkeiten mit dieser Formel unter
Verwendung der mathematischen Symbolsprache. Dariiber hinaus ermitteln die
Schiilerinnen und Schiiler eine unbekannte Kenngroéfie.



Peripetie

7 Sicherung Binomialverteilung
Die Schiilerinnen und Schiiler stellen die Wahrscheinlichkeitsfunktion und
die Verteilungsfunktion einer binomialverteilten Zufallsgrofe
tabellarisch und grafisch dar und erl&utern den Einfluss der Parameter n

und p.

0,1

Sie interpretieren tabellarische oder grafische Binomialverteilungen im
Anwendungskontext und ermitteln aus entsprechenden Darstellungen
N&dherungswerte fiir Wahrscheinlichkeiten.



Peripetie

8 Sicherung Standardabweichung
Die Schiilerinnen und Schiiler ermitteln den Erwartungswert , die Varianz

und die Standardabweichung von binomialverteilten Zufallsgréfien und
interpretieren den Erwartungswert im Anwendungszusammenhang.

Sie erlédutern die Bedeutung von Erwartungswert und Standardabweichung
anhand der grafischen Darstellung von Wahrscheinlichkeitsfunktionen,
insbesondere bei Approximation der Binomialverteilung durch eine zur
Geraden x = 4 symmetrischen Glockenkurve.

9 Sicherung Normalverteilung
Die Schiilerinnen und Schiiler nennen Beispiele fiir diskrete und stetige
Zufallsgrofen. Sie untersuchen stochastische Situationen, die zu
anndhernd normalverteilten Zufallsgroffen filhren. Weiterhin nennen sie die
Bedeutung der Parameter und im Anwendungskontext sowie fiir den Graph der
Dichtefunktion und geben deren Funktionsterm an. Sie berechnen
Wahrscheinlichkeiten normalverteilter Zufallsgrofien und interpretieren
diese als Flache unter dem Graph der Dichtefunktion.

P(X =k)
0,1
0] 1 a Moy Tk



Peripetie

10 Sicherung Sigmaregelung
Die Schiilerinnen und Schiiler erl&utern die Sigma-Regeln fiir Normal- und
Binomialverteilungen. Sie berechnen fiir diese Verteilungen
Prognoseintervalle und interpretieren diese im Anwendungskontext. Wir
berechnen den Prognoseintervall mit Hilfe der o-Regeln :

0,1

0 1 w—c-o w+c-o k

683% [p—o;[pu+of]
95,4% [[u—2-0;[pn+2-0]]
99,7% [[u—3-0;[pn+3-0]]

11 Sicherung Intervallung
Die Schiilerinnen und Schiiler legen beispielhaft den Unterschied zwischen
einem Prognoseintervall und einem Konfidenzintervall dar.

Sie deuten die relative H&ufigkeit der Treffer bei Bernoulli-Experimenten
als Punktschitzung fir die unbekannte Trefferwahrscheinlichkeit. Die
Schiilerinnen und Schiiler berechnen Konfidenzintervalle und interpretieren
diese im Anwendungskontext. Schliefflich erléutern sie den Zusammenhang
zwischen der Grofle der Stichprobe und der Lénge des Konfidenzintervalls.



Retardation

12 Ubung Verteilung

12.0 Erlé&utere, unter welchen Voraussetzungen das Werfen eines Wirfels ein
Zufallsexperiment ist.

12.1 Ein fairer, handelsiiblicher Wirfel wird zuf&llig einmal geworfen. Gib an,
welche der Ergebnismengen zu einem Laplace-Experiment gehdren.

O ={1;2 3456}

o = {6; nicht 6}

23 = { Gerade; Ungerade }

)y = {Primzahl; keine Primzahl }

25 = { Quadratzahl; keine Quadratzahl }



Retardation

12.2 Zwei handelsiibliche faire Wiirfel werden zuf&llig geworfen. X betrachtet
alle méglichen Augensummen. Gib die Wahrscheinlichkeitsverteilung von X
an und ermittle empirisch die zugehorigen relativen H&ufigkeiten.

12.3 Ein vierseitiger Wirfel (Tetraeder) besitzt die Seitenfl&dchen 1,2,3,4. Es
besteht der Verdacht, dass der Wirfel gezinkt ist. Die
Wahrscheinlichkeit, eine bestimmte Augenzahl k € {1,2,3,4} zufdllig zu
werfen, sei proportional zu ihrer Augenzahl, also P(W =k)=c-k fir eine
Konstante c € R. Ermittle rechnerisch c € R, gib die zugehdrige
Wahrscheinlichkeitsverteilung an und nimm Stellung zu der Aussage: ’Der
Wirfel ist gezinkt.’

12.4 Interpretiere das Zitat, das Einstein zugeschrieben wird: ’Der Zufall ist
Gottes Art, anonym zu bleiben.’ im Kontext des Gesetzes der grofien
Zahlen.



Retardation

13 Ubung Experimentierung

13.0 Erl&utere den Unterschied zwischen den Begriffen ’Ereignis’ und
’Ergebnis’ mit Hilfe eines selbstgewdhlten Zufallsexperimentes.

13.1 Ein handelsiiblicher Wiirfel wird zuf&llig geworfen. Angegeben sind
mégliche Ereignisse. Gib jeweils das Gegenereignis an.

A={1} E={1;2;3;4;5;6}
B = {Primzahl } F = {Zahlenwert <5}
C = {Zahlenwert > 2} G={2;5}

D = {Gerade Zahl} H = {Zahlenwert > 5}



Retardation

13.2 Zwei Laplace-Wirfel A und B mit Ergebnismenge S; =Sy ={1;2;3;4;5;6}
werden zufdllig geworfen. Eine Zufallsgrofe X ist fiir ¢ € .S; und b€ So

gegeben durch:
X :(a,b) >a+b

Gib die Wahrscheinlichkeitsverteilung von X an und gib die Ereignisse
sowie ihre Gegenereignisse in aufzdhlender Schreibweise an, wenn gilt:
T = {Primzahl }; R = {Ungerade Zahl}.

A=T B=TnNR C=TUR D=TNR



Retardation
13.3 Untersuche die Aussage auf ihren Wahrheitsgehalt: ’Sind A und B Mengen,
so gilt:
ANB=(AUB)\ A

’\’ steht fiir ein mengentheoretisches ’ohne’.

*A’ steht fiir das
Gegenereignis von A.

13.4 Uberlege, welches Paradoxon auftaucht, wenn man die folgende Menge
betrachtet:

M = {Alle Mengen, die sich nicht selbst enthalten. }



14 Ubung Baumung

Retardation

14.0 Beschreibe jeweils ein mdgliches Zufallsexperiment.

A | A
B|0,1/04/0,5
B|0,3[0,2]0,5

0,406 1



Retardation

14.1 In einer Bonbonniere befindet sich ein blaues, zwei schwarze und drei
silberne Bonbons. Es wird zweimal zuf&llig ohne Zuriicklegen gezogen.
Skizziere das entsprechende Baumdiagramm und berechne damit die
Wahrscheinlichkeiten der Ereignisse.

A = {zweimal dieselbe Farbe }

B = {zuerst ein blaues Bonbon, dann ein silbernes Bonbon }
C = {ein blaues Bonbon und ein silbernes Bonbon }

D = {nur blaue oder silberne Bonbons }

E = {zwei blaue Bonbons }

F ={nicht zweimal dieselbe Farbe }



Retardation

14.2 In einer Klasse mit 30 Schiilern sind 12 Vegetarier. 20 Schiiler sind
schlecht in Mathe, von denen wiederum die H&lfte Vegetarier sind. Gib die
zugehorige Vierfeldertafel an. Zeige, dass die Ereignisse stochastisch
abhéngig sind. Berechne die prozentuale Wahrscheinlichkeit, dass ein
zuféllig ausgewdhlter Vegetarier schlecht in Mathe ist. Berechne die
prozentuale Wahrscheinlichkeit, dass jemand, der schlecht in Mathe ist,
ein Vegetarier ist.



Retardation

14.3 Zwei Elefanten spielen Russisch Roulette. Sie benutzen einen fairen
Trommelrevolver mit sechs Kammern. Nur in einer Kammer ist eine Patrone.
Sie drehen die Trommel vor dem Spiel so, dass die Wahrscheinlichkeit,
dass sich die Kugel in einer Kammer befindet, fir alle Kammern gleich
groff ist. Danach driicken sie abwechselnd (dabei wird die Trommel immer um
eine Position weiterbewegt), bis die Platzpatrone platzt. Ermittle mit
Hilfe eines geeigneten Baumdiagrammes, welcher Elefant die hohere
Uberlebenswahrscheinlichkeit hat.

14.4 Der Elefant zieht zuf&llig Bonbons aus seiner Bonbonniere mit n roten und
drei weifsen Bonbons. Ermittle, wie viele rote Bonbons mindestens in der
Bonbonniere sein miissen, damit der Elefant mit einer Wahrscheinlichkeit
von mindestens 42 % beim dreimaligen Ziehen mindestens zwei rote Bonbons
zlieht.



Retardation

15 Ubung Kombinierung

15.0 Ordne den Rechenterm jeweils der kombinatorischen Fragestellung zu und
iberpriife dein Ergebnis beispielhaft.

<Z> n! nk

15.0.0 Zuordnung von n Personen auf n Plitze
15.0.1 Zahlenschloss mit k R&ddchen mit jeweils n Ziffern

15.0.2 Lottoziehung k richtige Zahlen aus n mdglichen Zahlen

15.1 Berechne jeweils.



Retardation

15.2 Bestimme in den folgenden Situationen jeweils die Anzahl der mdglichen
Kombinationen.

15.2.0 Aus einer Klasse mit 30 Schiilern werden zwei Klassensprecher gewdhlt.

15.2.1 Ein Zahlenschloss besitzt fiinf R&dchen, die jeweils mit den Ziffern von 0
bis 4 beschriftet sind.

15.2.2 Eine Eiswaffel wird mit je einer Kugel der Sorten Himbeere, Schokolade
und Vanille bestiickt.

15.3 Ermittle jeweils einen vereinfachten Rechenterm.

GG 0



Retardation

15.4 Zeige, dass der binomische Lehrsatz fiir a; b € R und fiir n =2 gilt:

(a+b)" = i <Z> L

k=0

15.5 Zeige, dass der binomische Lehrsatz fiir a; b € R und fiir n € N gilt:

(a+b)" = Zn: <Z> a" ko

k=0



16 Ubung Erwartung

Retardation

16.0 Erl&utere am Beispiel eines handelsiiblichen fairen Wiirfels und der

Ergebnismenge () mit

0={1;2;3;4; 5,6}

den Unterschied zwischen Erwartungswert und erwartetem Wert.

16.1 Gegeben ist die Wahrscheinlichkeitsverteilung von X, Y und Z. Berechne
damit die Erwartungswerte F(X), E(Y) und E(Z).

zi| 1| 2] 3] 4]|5]6
P(X==)]01/02]03]01]|0]0,3
P(Y=u2)]02|01]02[0,4]|0]0,1
P(Z=;)|05]01] 0| 0 |0]0,4

16.2 Ein handelsiiblicher Wiirfel wird zweimal zuf&llig geworfen. Die
Zufallsgrofe X zdhlt die Augensumme der Wirfe. Gib die zugehdrige
Wahrscheinlichkeitsverteilung an und ermittle damit den Erwartungswert

von X.



Retardation

16.3 Ein Gliicksradbetreiber hat das abgebildete Gliicksrad mit den Sektoren A,
B und C'. Er mochte ein zuf&lliges Spiel anbieten, bei dem er langfristig
im Durchschnitt 1 Euro pro Spiel gewinnt. Im Sektor A soll der Gewinn 2
Euro, im Sektor B so0ll der Gewinn 1 Euro und im Sektor C soll der Gewinn
0 Euro betragen. Berechne den Einsatz, den er verlangen muss.

16.4 Erlautere an einem geeigneten Beispiel, inwiefern der Erwartungswert
nicht ausreicht, um eine Wahrscheinlichkeitsverteilung zu beschreiben.



Retardation

17 Ubung Bernoullung

17.0 Aus einer Bonbonniere mit schwarzen, blauen und silbernen Bonbons werden
zufdllig Bonbons gezogen. Gib eine geeignete Ergebnismenge an und
entscheide, ob die Bonbons zuriickgelegt werden miissen, damit es sich um
ein Bernoulli-Experiment handelt.

17.1 Die Zufallsvariable X beschreibt ein wiederholtes Bernoulli-Experiment
mit n Durchfiihrungen, k Treffern und Trefferwahrscheinlichkeit p.
Berechne jeweils.

n=3k=2p=0,5 n=4,k=4,p=0,1 n=>5k=4,p=0,25

17.2 Gib jeweils die Wahrscheinlichkeit fiir p =0,3 und n =42 an.

17.2.0 k=14 17.2.4 k<21
17.2.1 k<20 17.2.5 ke [5;15]
17.2.2 k> 25 17.2.6 k €]3; 22]

17.2.3 k> 12 17.2.7 kel[219]



Retardation

17.3 Ein Fufiballspieler besitzt beim Elfmeterschiefien eine
Trefferwahrscheinlichkeit von 56,7 %.

17.3.0 Berechne, wie oft er mindestens schiefifen muss, um mit einer
Wahrscheinlichkeit von mindestens 99 % mindestens einen Treffer zu
erzielen.

17.3.1 Ermittle, wie oft er mindestens schiefien muss, um mit einer
Wahrscheinlichkeit von mindestens 99 % mindestens fiinf Treffer zu
erzielen.

17.4 Erl&utere, warum der Sachkontext des Fuffballspielers sich nicht gut mit
einer Binomialverteilung modellieren lésst.



Retardation

18 Ubung Binomialverteilung

18.0 Skizziere zum angegebenen Histogramm einer Verteilungsfunktion die
zugehdrige Wahrscheinlichkeitsfunktion.

P(X <k)
0,1
|
0 1 k




Retardation

18.1 Gegeben ist das Histogramm der Wahrscheinlichkeitsfunktion einer
binomialverteilten Zufallsgrofie X .

P(X =k)

0,1

Gib n und p an, beschreibe ein mdgliches zugehdriges Zufallsexperiment
und gib n&herungsweise die Wahrscheinlichkeit fiir k € [2; 5] an.

18.2 Skizziere das Histogramm einer binomialverteilten ZufallsgroBe X mit
n=4 und p=0,5.



Retardation

18.3 Skizziere das Histogramm einer binomialverteilten Zufallsgrofie X mit
n=>5 und E(X)=4.

18.4 Beschreibe , wie man mit dem Taschenrechner eine Wertetabelle fiir die
Histogramme von Wahrscheinlichkeitsfunktion und Verteilungsfunktion einer
binomialverteilten Zufallsgrodffe bestimmt.



Retardation

19 Ubung Standardabweichung

19.0 Gib die Formeln fiir Erwartungswert und Varianz einer binomialverteilten
Zufallsgrofe an.

19.1 Berechne den Erwartungswert von X, wenn X binomialverteilt mit n = 56
und p=0,125 ist.

19.2 Berechne die Varianz von X, wenn X binomialverteilt mit n=7 und p=0,2
ist.



Retardation

19.3 Berechne die Standardabweichung von X, wenn X binomialverteilt mit
n =400 und p=0,5 ist.

19.4 Erléutere mit Hilfe der Darstellung die graphische Bedeutung von
Erwartungswert und Standardabweichung.

P(X = k)




Retardation

20 Ubung Normalverteilung

20.0 Beschreibe ein Zufallsexperiment, das sich sowohl binomialverteilt als
auch normalverteilt modellieren l&sst.

20.1 Gegeben ist die Dichtefunktion einer normalverteilten Zufallsgrofie X.

P(X =k)
0,1
ol 1 i Tk

Ermittle jeweils n&herungsweise:

P2<X<5 PB<X<T7)  PO<X<S8)



Retardation

20.2 Ein S&gewerk verkauft Bretter mit einer Dicke von 25mm. Aus einer
Qualitdtskontrolle weiff man, dass die Dicke der Bretter n&dherungsweise
normalverteilt mit p = 25mm und o = 0,42mm ist. Berechne die
Wahrscheinlichkeit, dass ein zuf&llig ausgewdhltes Brett mehr als 24,9mm
und hoéchstens 25, Imm dick ist.

20.3 Gib den Wert von P(X =a) fiir a € R einer normalverteilten
Zufallsvariable X an und erléutere dein Ergebnis grafisch.



Retardation

20.4 Ermittle rechnerisch die Koordinaten des Hochpunktes und der Wendepunkte
der Dichtefunktion ¢, wenn gilt:

=




Retardation

21 Ubung Sigmaregelung
21.0 Gib die drei Sigmaintervalle fiir =12 und o0 =1,5 an.

21.1 Das Zuspédtkommen von Schiilern l&sst sich modellieren durch eine
normalverteilte Zufallsgrofie mit u =7 und o = 2. Erlédutere die drei
Sigmaregeln im Sachkontext.

21.2 Gib die drei Sigmaintervalle einer normalverteilten Zufallsgrdfie X mit
n =48 und p=0,5 an.



Retardation

21.3 Gib an, wie viel Prozent der Ergebnisse einer normalverteilten
Zufallsgréfle X im jeweiligen Intervall sind.

[0 p—0]  [mp+2-0] [u—0o;p+3 0]

21.4 Ermittle den Wert des Integrales.

51 1 1 (z—42)\2
/ - .e 2( 3 ) - dx
39 3-vV2-m



Retardation

22 Ubung Intervallung

22.0 Erldutere den Unterschied zwischen einem Konfidenzintervall und einem
Prognoseintervall.

22.1 Gib das Konfidenzintervall [ filir die Trefferwahrscheinlichkeit p mit
Hilfe einer Stichprobe mit n =100, h=0,3 und c=1 an.

22.2 Gib das Konfidenzintervall [ filir die Trefferwahrscheinlichkeit p mit
Hilfe einer Stichprobe mit n =100 und X =42 mit ¢=2 an.

22.3 Vor der Einfiihrung eines neuen Produktes werden 1000 zuf&llig ausgewdhlte
Personen befragt, ob sie den Kauf in Erwédgung ziehen. 214 Personen bejahen
diese Frage. Gib mit einer Sicherheitswahrscheinlichkeit von 95,4 % das
Konfidenzintervall an, in dem die tats&chliche Erfolgswahrscheinlichkeit
liegt.

22.4 Erlédutere den Zusammenhang zwischen der Grofie einer Stichprobe und der
Lédnge des Konfidenzintervalles.



Katastrophe

23 Testung

23.0 In einer Urne mit 10 Kugeln sind genau sieben Kugeln rot. In einer
anderen Urne mit 5 Kugeln sind drei Kugeln rot. Berechne die
Wahrscheinlichkeit, beim zuf&lligen Ziehen von jeweils einer Kugel genau
zwel rote Kugeln zu ziehen.

23.1 Berechne den Erwartungswert des Gliicksrades :
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